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Re´sume´
This article deals with the Galois representation attached to the torsion
points of an elliptic curve defined over a number field. We first determine
explicit uniform criteria for the irreducibility of this Galois representation for
elliptic curves varying in some infinite families, characterised by their reduc-
tion type at some fixed places of the base field. Then, we deduce from these
criteria an explicit form for a bound that appear in a theorem of Momose.
Finally, we use these results to precise a previous theorem of the author
about the homotheties contained in the image of the Galois representation.
Introduction
Cet article traite de la repre´sentation galoisienne associe´e aux points de torsion
d’une courbe elliptique de´finie sur un corps de nombres. Son objectif est triple : on
de´termine d’abord des crite`res uniformes d’irre´ductibilite´ de cette repre´sentation
galoisienne pour des familles infinies de courbes elliptiques, de´finies par un type
de re´duction prescrit en certaines places du corps de base (the´ore`me I ci-dessous) ;
on donne ensuite une forme explicite pour une borne annonce´e dans un the´ore`me
de Momose sur les courbes elliptiques posse´dant sur un corps de nombres une
isoge´nie de degre´ premier (the´ore`me A de l’introduction de [10] ; the´ore`me II ci-
dessous) ; enfin, on de´duit de ces travaux une borne uniforme pour les homothe´ties
contenues dans l’image de la repre´sentation galoisienne conside´re´e, lorsqu’elle est
re´ductible, qui pre´cise des re´sultats pre´ce´dents de l’auteur ([4] ; the´ore`mes III et III’
ci-dessous).
Le cadre pre´cis est le suivant. On fixe un corps de nombres K et un plongement
de K dans C (dans tout le texte, on conside´rera ainsi K comme un sous-corps
de C). Soit Q la cloˆture alge´brique de Q dans C ; on note GK le groupe de Galois
absolu Gal(Q/K) de K. A` partir de la partie 2 et pour toute la fin du texte,
on suppose que l’extension K/Q est galoisienne. On fixe une courbe elliptique E
de´finie sur K et on note j(E) son invariant j. Pour toute place finie du corps K,
on dit que le type de re´duction semi-stable de E en cette place est multiplicatif, bon
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ordinaire ou bon supersingulier selon si E a potentiellement mauvaise re´duction
multiplicative, bonne re´duction ordinaire ou bonne re´duction supersingulie`re en
cette place. On fixe un nombre premier p supe´rieur ou e´gal a` 5 et non ramifie´
dans K. On note Ep l’ensemble des points de E dans Q qui sont de p-torsion ;
c’est un espace vectoriel de dimension 2 sur Fp, sur lequel le groupe de Galois
absoluGK deK agit Fp-line´airement. On de´signe par ϕE,p la repre´sentation de GK
ainsi obtenue ; elle prend ses valeurs dans le groupe GL(Ep) qui, apre`s choix d’une
base pour Ep, est isomorphe a` GL2(Fp). On note enfin χp le caracte`re cyclotomique
de GK dans F
×
p ; il co¨ıncide avec le de´terminant de la repre´sentation ϕE,p.
Les questions traite´es dans cet article trouvent leur origine dans le the´ore`me
suivant de Serre selon lequel, lorsque la courbe E n’a pas de multiplication com-
plexe, la repre´sentation ϕE,p est ≪ asymptotiquement surjective ≫.
The´ore`me (Serre, [13]). On suppose que la courbe E n’a pas de multiplication
complexe (sur Q). Alors il existe une borne C(K,E), ne de´pendant que de K et
de E et telle que pour tout nombre premier p strictement supe´rieur a` C(K,E), la
repre´sentation ϕE,p est surjective.
La question, pose´e e´galement dans [13], d’e´liminer la de´pendance en la courbe
elliptique E dans la borne C(K,E), pour obtenir une version uniforme de ce
the´ore`me, s’est re´ve´le´e ardue. Mazur a ne´anmoins de´montre´ que lorsque le corps de
base estQ, la repre´sentationϕE,p est ≪ uniforme´ment asymptotiquement irre´ductible≫ au
sens suivant.
The´ore`me (Mazur, [8]). On suppose que le corps K est e´gal a` Q et que le
nombre premier p n’appartient pas a` l’ensemble {2, 3, 5, 7, 13, 11, 17, 19, 37, 43, 67, 163}.
Alors la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
Momose a ensuite obtenu un re´sultat semblable (avec une borne non effective)
lorsque le corps de base est un corps quadratique qui n’est pas imaginaire de
nombre de classes 1 (the´ore`me B de l’introduction de [10]).
Dans la ligne´e du the´ore`me de Mazur, il est naturel de conside´rer le proble`me
suivant (qui figure par exemple dans l’introduction de [1]).
Question. Trouver un ensemble infini E de courbes elliptiques de´finies sur K et
une borne C(K, E) ne de´pendant que de K et de l’ensemble E et ve´rifiant : si E ap-
partient a` E et p est strictement supe´rieur a` C(K, E), alors la repre´sentation ϕE,p
est irre´ductible.
La ge´ne´ralisation du the´ore`me de Mazur au corps de base K consisterait a`
re´soudre cette question pour l’ensemble E des courbes elliptiques de´finies sur K
qui n’ont pas de multiplication complexe (sur Q).
Le pre´sent article apporte une re´ponse a` la question ci-dessus, avec des bornesC(K, E)
explicites, pour deux classes d’ensembles infinis de courbes elliptiques, de´finis par
un type de re´duction semi-stable des courbes prescrit en des places fixe´es du corps
de base.
Notations. On suppose que le corps K est galoisien sur Q.
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On note dK son degre´, ∆K son discriminant, hK son nombre de classes d’ide´aux,
et RK son re´gulateur. On note C1(K) la borne c3 de [2] : elle ne de´pend que du
degre´ dK de K (voir les notations 2.8 et la de´finition 2.9 de ce texte pour une
expression explicite de C1(K)). On pose alors
C2(K) = exp (12dKC1(K)RK)
et pour tout entier n
C(K,n) =
(
n12hKC2(K) + n
6hK
)2dK
.
The´ore`me I (Deux crite`res d’irre´ductibilite´). On suppose que le corps K
est galoisien sur Q.
1. Soit M un entier naturel supe´rieur ou e´gal 1.
On note E(K;M) l’ensemble des courbes elliptiques E de´finies sur K pour
lesquelles il existe
• q et q′ des nombres premiers totalement de´compose´s dans K et infe´rieurs
ou e´gaux a` M ,
• une place q de K au-dessus de q et une place q′ de K au-dessus de q′ tels
que les types de re´duction semi-stable de E en q et q′ sont diffe´rents
(les premiers q et q′ et les places q et q′ peuvent de´pendre de E).
Alors pour toute courbe elliptique E dans E(K;M) et tout nombre premier p
strictement supe´rieur a` C(K,M), la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
2. Soit q un nombre premier rationnel totalement de´compose´ dans K.
On note E ′(K; q) l’ensemble des courbes elliptiques E de´finies surK ve´rifiant :
il existe une place (pouvant de´pendre de E) de K au-dessus de q en laquelle E
a potentiellement mauvaise re´duction multiplicative.
On pose
B(K; q) = max
(
C(K, q),
(
1 + 36dKhK
)2)
.
Alors pour toute courbe elliptique E dans E(K; q) et tout nombre premier p
strictement supe´rieur a` B(K; q), la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
En utilisant le the´ore`me I, associe´ a` une forme effective du the´ore`me de Chebo-
tarev ([6]), on donne ensuite une formule explicite pour une borne CK satisfaisant
le the´ore`me A de [10], dont on rappelle ici l’e´nonce´ (A de´signe une constante ab-
solue qui apparaˆıt dans le the´ore`me de Chebotarev effectif de [6], voir partie 4.1
de ce texte ; voir aussi [3] pour un e´nonce´ similaire).
The´ore`me II (Version effective du the´ore`me A de [10]). On suppose que
le corps K est galoisien sur Q. On pose
CK = max
(
C
(
K, 2(∆K)
AhK
)
,
(
1 + 36dKhK
)2)
.
On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK et que la courbe E posse`de une
isoge´nie de degre´ p de´finie sur K. On note λ le caracte`re de GK dans F
×
p donnant
l’action de GK sur le sous-groupe d’ordre p de Ep de´finissant l’isoge´nie. Alors on
est dans l’un des deux cas suivants.
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Type supersingulier
1. Le nombre premier p est congru a` 3 modulo 4 ;
2. En toute place de K au-dessus de p, la courbe E a mauvaise re´duction
additive et potentiellement bonne re´duction supersingulie`re.
3. La puissance sixie`me du caracte`re λ est e´gale a` χ
3+ p−1
2
p .
Type ordinaire Il existe un corps quadratique imaginaire L satisfaisant les condi-
tions suivantes.
1. Le corps K contient L et son corps de classes de Hilbert (en particulier,
la norme dans l’extension K/L de tout ide´al fractionnaire de K est un
ide´al fractionnaire principal de L).
2. Le nombre premier p est de´compose´ dans L.
3. Il existe un ide´al premier pL de L au-dessus de p tel que le caracte`re λ
12
est non ramifie´ aux places finies de K premie`res a` pL.
4. Soient q un ide´al premier de K premier a` pL, αq dans OL un ge´ne´rateur
de l’ide´al NK/L(q) et σq dans GK un rele`vement du frobenius du corps
re´siduel de K en q ; alors on a λ12(σq) = α
12
q mod pL.
Remarques.
1. L’e´nonce´ initial du the´ore`me A de [10] pre´sente un troisie`me cas possible,
dans lequel le caracte`re λ12 ou le caracte`re
(
χpλ
−1
)12
est trivial. On l’a ici
e´limine´ avec les bornes uniformes pour l’ordre des points de torsion d’une
courbe elliptique qui figurent dans [9] et [11].
2. La terminologie type supersingulier ou ordinaire est propre au pre´sent article ;
elle fait re´fe´rence au type de re´duction semi-stable de la courbe E, non pas
aux places de K au-dessus de p, mais en toute place d’une famille finie ne
de´pendant que de K (voir la de´finition 4.1 et la proposition 4.4).
3. D’apre`s Momose (remarque 8, p. 341 de [10]), l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e
entraˆınerait que le cas supersingulier ne se produit pas, pour p assez grand.
Larson et Vaintrob obtiennent ainsi, sous cette hypothe`se, un analogue du
the´ore`me II (voir [7], §5).
Le the´ore`me II a pour conse´quence un crite`re d’irre´ductibilite´ pour l’ensemble
des courbes elliptiques semi-stables sur K, lorsque les proprie´te´s du corps K
empeˆchent le cas ordinaire de survenir. Par exemple (voir aussi l’appendice B
de [5]) :
Corollaire. On suppose que le corps K est galoisien sur Q et ne contient le corps
de classes de Hilbert d’aucun corps quadratique imaginaire. Alors pour toute courbe
elliptique E semi-stable sur K et tout nombre premier p strictement supe´rieur
a` CK , la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
Enfin, l’e´tude mene´e pour de la de´monstration du the´ore`me II donne le re´sultat
uniforme suivant pour les homothe´ties contenues dans l’image de la repre´sentationϕE,p.
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The´ore`me III (Homothe´ties dans le cas re´ductible). On se place dans les
hypothe`ses du the´ore`me II.
1. Dans le cas supersingulier, l’image de ϕE,p contient les carre´s des homothe´ties.
2. Dans le cas ordinaire, l’image de ϕE,p contient les puissances douzie`mes des
homothe´ties.
Avec les re´sultats de [4] lorsque la repre´sentation est irre´ductible, on obtient
l’e´nonce´ ge´ne´ral suivant.
The´ore`me III’ (Homothe´ties). On suppose que le corps K est galoisien sur Q.
Alors pour toute courbe elliptique E de´finie sur K et tout nombre premier p stric-
tement supe´rieur a` CK , on est dans l’un des deux cas suivants :
1. l’image de ϕE,p contient les carre´s des homothe´ties ;
2. la repre´sentation ϕE,p est re´ductible de type ordinaire ; dans ce cas l’image
de ϕE,p contient les puissances douzie`mes des homothe´ties.
Dans toute la suite du texte, a` l’exception de la partie 3, on suppose que
la repre´sentation ϕE,p est re´ductible. La courbe E posse`de alors un sous-groupe
d’ordre p de´fini sur K. On fixe un tel sous-groupeW ; il lui est associe´ une isoge´nie
de E de degre´ p, de´finie sur K. L’action de GK sur W (Q) est donne´e par un
caracte`re continu deGK dans F
×
p ; on le note λ et, suivant la terminologie introduite
dans [8], on l’appelle le caracte`re d’isoge´nie associe´ au couple (E,W ). On fixe
e´galement une base de Ep dont le premier vecteur engendre W (Q) ; dans cette
base la matrice de la repre´sentation ϕE,p est triangulaire supe´rieure, de caracte`res
diagonaux (λ, χpλ
−1).
Pour la de´termination de la borne CK , on suit la me´thode introduite dans [10].
Dans la partie 1, on e´tablit les proprie´te´s locales du caracte`re d’isoge´nie :
a` l’aide des re´sultats de [14], [13] et [12], on de´termine sa restriction aux sous-
groupes d’inertie de GK et l’image par λ d’un e´le´ment de Frobenius associe´ a` une
place hors de p, en fonction du type de re´duction semi-stable de la courbe en cette
place.
Dans la partie 2, on utilise la the´orie du corps de classes (applique´e a` l’extension
abe´lienne trivialisant une puissance du caracte`re d’isoge´nie) pour relier le type
de re´duction de la courbe en une place hors de p a` l’action sur le sous-groupe
d’isoge´nie des sous-groupes d’inertie des places au-dessus de p. La de´termination
de la borne au-dela` de laquelle p doit eˆtre pris pour qu’on puisse e´tablir un tel
lien fait intervenir des bornes de Bugeaud et Gyo˝ry ([2]) sur la hauteur d’un
repre´sentant d’une classe d’entiers de K modulo ses unite´s.
Dans la partie 3, on utilise les re´sultats de la partie 2 pour de´montrer les deux
crite`res d’irre´ductibilite´ qui constituent le the´ore`me I ci-dessus ; la de´monstration
de ce the´ore`me ne´cessite e´galement les bornes uniformes pour l’ordre des points
de torsion des courbes elliptiques qui figurent dans [9] et [11].
Dans la partie 4, on emploie les re´sultats de la partie 3, associe´s a` une version
effective du the´ore`me de Chebotarev ([6]), pour e´tablir la forme de la borne CK du
the´ore`me II ; on ve´rifie ensuite (partie 4.2) qu’elle permet d’aboutir aux conclusions
du the´ore`me II. Enfin, on fait le lien entre les deux types du the´ore`me II et l’e´tude
locale initiale du caracte`re d’isoge´nie (partie 1) pour obtenir le the´ore`me III.
5
1 E´tude locale du caracte`re d’isoge´nie
1.1 De´faut de semi-stabilite´
Soient ℓ un nombre premier rationnel et L un ide´al premier de K au-dessus
de ℓ.
Notations 1.1. On fixe DL un sous-groupe de de´composition pour L dans GK ;
on note IL son sous-groupe d’inertie (deux choix diffe´rents de DL sont conjugue´s
par un e´le´ment de GK ; leur image par le caracte`re abe´lien λ co¨ıncident donc).
On note KL le comple´te´ de K en L, KL sa cloˆture alge´brique associe´e au sous-
groupe DL et K
nr
L l’extension non ramifie´e maximale de KL dans KL. On note kL
le corps re´siduel de K en L, NL son cardinal et kL sa cloˆture alge´brique associe´e
a` KL. On fixe dans DL un rele`vement σL du frobenius de kL (le sous-groupe DL
e´tant fixe´, deux tels rele`vements diffr`ent par un e´le´ment de IL ; leurs images par
un caracte`re non ramifie´ en L co¨ıncident donc).
Enfin, on noteKλ l’extension deK trivialisant le caracte`re λ ; l’extensionKλ/K
est galoisienne, cyclique, de degre´ divisant p − 1. La courbe E posse`de un point
d’ordre p de´fini sur Kλ.
Lemme 1. On suppose ℓ diffe´rent de p ; alors en toute place de Kλ au-dessus
de L, E n’a pas re´duction additive.
De´monstration. On renvoie pour la de´monstration au §6 de [8] ou au lemme 3.4
(§3.2.2) de [4].
1.1.1 De´finition de eL lorsque j(E) n’est pas entier en L
On suppose que l’invariant j de E n’est pas entier en la place L, c’est-a`-dire
que E a potentiellement re´duction multiplicative en L.
Alors il existe une unique extension K ′L de KL de degre´ infe´rieur ou e´gal a` 2,
sur laquelle E est isomorphe a` une courbe de Tate ; cette extension est de degre´ 1
si et seulement si E a re´duction multiplicative de´ploye´e en L, de degre´ 2 sinon ; elle
est ramifie´e si et seulement si E a re´duction additive en L (voir [15] appendice C
the´ore`me 14.1).
On note eL l’indice de ramification de cette extension ; on a donc eL e´gal a` 1
si et seulement si E a re´duction multiplicative (de´ploye´e ou non) en L et eL e´gal
a` 2 si et seulement si E a re´duction additive en L.
1.1.2 De´finition de eL lorsque j(E) est entier en L
On suppose que l’invariant j de E est entier en la place L, c’est-a`-dire que E
a potentiellement bonne re´duction en L.
Alors il existe une plus petite extension deKnrL sur laquelleE a bonne re´duction
et cette extension est galoisienne ([14], §2, corollaire 3, p. 498). On note ML cette
extension et ΦL le groupe de Galois de ML sur K
nr
L .
Lorsque ℓ est diffe´rent de p, on sait de plus ([14], loc. cit.) queML est l’extension
de KnrL engendre´e par les coordonne´es des points de p-torsion de E. En particulier,
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le corps ML contient l’extension de K
nr
L engendre´e par les coordonne´es des points
du sous-groupe d’isoge´nie W ; on note MλL cette extension. D’apre`s le lemme 1, E
a bonne re´duction sur MλL ; par minimalite´ de ML, le corps ML est donc inclus
dansMλL. Ainsi, les corpsML etM
λ
L co¨ıncident et le groupe ΦL s’identifie au sous-
groupe d’inertie en L de l’extension abe´lienne Kλ/K. En particulier, le groupe ΦL
est cyclique et son ordre divise p− 1.
Par ailleurs, que ℓ soit e´gal ou diffe´rent de p, le groupe ΦL s’identifie a` un
sous-groupe du groupe des automorphismes de la courbe elliptique de´finie sur kL
qu’on obtient par re´duction de E ×K ML ([14], §2, de´monstration du the´ore`me 2,
p. 497). On note E˜L cette courbe elliptique re´duite et Aut(E˜L) son groupe d’au-
tomorphismes. Le groupe Aut(E˜L) de´pend de l’invariant j de E˜L, qui est e´gal a` la
classe de j(E) modulo L, de la manie`re suivante ([15] appendice A, proposition 1.2
et exercice A.1) :
• si j(E) est diffe´rent de 0 et 1728 modulo L, Aut(E˜L) est cyclique d’ordre 2 ;
• si ℓ est diffe´rent de 2 et de 3 et j(E) est congru a` 1728 modulo L, Aut(E˜L)
est cyclique d’ordre 4 ;
• si ℓ est diffe´rent de 2 et de 3 et j(E) est congru a` 0 modulo L, Aut(E˜L) est
cyclique d’ordre 6 ;
• si ℓ est e´gal a` 3 et j(E) est congru a` 0 = 1728 modulo L, Aut(E˜L) est
un groupe d’ordre 12, produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre 3
par un groupe cyclique d’ordre 4 (le deuxie`me agissant sur le premier de
l’unique manie`re non triviale) ; on ve´rifie que les sous-groupes cycliques d’un
tel groupe sont d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6 ;
• si ℓ est e´gal a` 2 et j(E) est congru a` 0 = 1728 modulo L, Aut(E˜L) est un
groupe d’ordre 24, produit semi-direct du groupe des quaternions (d’ordre 8)
par un groupe cyclique d’ordre 3 (le deuxie`me agissant sur le premier en
permutant les ge´ne´rateurs) ; on ve´rifie que les sous-groupes cycliques d’un
tel groupe sont e´galement d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6.
On de´duit de ce qui pre´ce`de que pour tout ℓ, le groupe ΦL est cyclique
d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6. On note eL l’ordre de ΦL ; il est donc dans l’ensemble {1, 2, 3, 4, 6}
et ve´rifie :
• eL est e´gal a` 1 si et seulement si E a bonne re´duction en L ;
• si eL est e´gal a` 4, alors j(E) est congru a` 1728 modulo L ;
• si eL est e´gal a` 3 ou 6, alors j(E) est congru a` 0 modulo L ;
• si ℓ est diffe´rent de p, alors eL est l’ordre de λ(IL) et divise p− 1.
1.2 Action des sous-groupes d’inertie des places au-dessus
de p
Soit p un ide´al premier de K situe´ au-dessus de p ; on reprend les notations 1.1.
Cette partie pre´cise la proposition 3.2 (§ 3.1) de [4] qui de´crit la restriction de la
puissance douzie`me du caracte`re d’isoge´nie a` un sous-groupe d’inertie Ip associe´
a` p.
Proposition 1.2. On suppose que E a potentiellement re´duction multiplicative
en p. Alors
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1. le caracte`re λep restreint a` Ip est trivial ou e´gal a` χ
ep
p ;
2. en particulier λ2 restreint a` Ip est trivial ou e´gal a` χ
2
p.
Lorsque p est supe´rieur ou e´gal a` 17, il existe un unique entier ap valant 0 ou 12
tel que le caracte`re λ12 restreint a` Ip co¨ıncide avec χ
ap
p .
De´monstration. Soit K ′p l’unique extension de Kp de degre´ infe´rieur ou e´gal a` 2
sur laquelle E est isomorphe a` une courbe de Tate (voir partie 1.1.1) ; on note I ′p
le sous-groupe d’inertie de Dp associe´ a` K
′
p.
D’apre`s [13] (proposition 13 de §1.12 et page 273 de §1.11), le caracte`re λ
restreint au sous-groupe I ′p est soit trivial soit e´gal au caracte`re cyclotomique χp.
Par de´finition de ep (partie 1.1.1), I
′
p est un sous-groupe d’indice ep de Ip ; on en
de´duit le premier point de la proposition ; le second de´coule du fait que ep est e´gal
a` 1 ou 2.
Proposition 1.3. On suppose que E a potentiellement bonne re´duction en p.
Alors il existe un entier rp compris entre 0 et ep tel que le caracte`re λ
ep restreint
au sous-groupe d’inertie Ip co¨ıncide avec χ
rp
p (les couples (ep, rp) possibles, ainsi
que des informations supple´mentaires pour certains cas, sont rassemble´s dans le
tableau suivant). En particulier, lorsque p est supe´rieur ou e´gal a` 17, il existe un
unique entier ap dans l’ensemble {0, 4, 6, 8, 12} tel que le caracte`re λ12 restreint
a` Ip co¨ıncide avec χ
ap
p .
ep rp ap =
12
ep
rp p j(E)
Type de re´duction
semi-stable en p
1
0 0 − − −
1 12
2
0 0 − − −
2 12
3
0 0 p ≡ 1 mod 3
j(E) ≡ 0 mod p
ordinaire
1 4
p ≡ 2 mod 3 supersingulier
2 8
3 12 p ≡ 1 mod 3 ordinaire
4
0 0 p ≡ 1 mod 4
j(E) ≡ 1728 mod p
ordinaire
2 6 p ≡ 3 mod 4 supersingulier
4 12 p ≡ 1 mod 4 ordinaire
6
0 0 p ≡ 1 mod 3
j(E) ≡ 0 mod p
ordinaire
2 4
p ≡ 2 mod 3 supersingulier
4 8
6 12 p ≡ 1 mod 3 ordinaire
De´monstration. Pour l’existence et les valeurs possibles de rp et ap et les trois
premie`res colonnes du tableau, on renvoie a` la de´monstration de la proposition 3.2
(§ 3.1) de [4] (voir aussi la remarque 1 de la partie 2 de [10]).
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Pour la quatrie`me colonne, la de´monstration de la proposition 3.2 de [4] donne
qu’il existe un entier a′p satisfaisant la congruence epa
′
p ≡ rp mod p− 1. Alors :
• si 3 divise ep et rp (couples (3, 0), (3, 3), (6, 0) et (6, 6)), alors 3 divise p− 1,
donc p est congru a` 1 modulo 3 ;
• si 3 divise ep et ne divise pas rp (couples (3, 1), (3, 2), (6, 2) et (6, 4)), alors 3
ne divise pas p− 1, donc p est congru a` 2 modulo 3 ;
• si ep est e´gal a` 4 et divise rp (couples (4, 0) et (4, 4)), alors 4 divise p − 1
donc p est congru a` 1 modulo 4 ;
• si ep est e´gal a` 4 et ne divise pas rp (couple (4, 2)), alors 4 ne divise pas p−1
donc p est congru a` 3 modulo 4.
Pour la cinquie`me colonne, la discussion de la partie 1.1.2 donne :
• si ep est e´gal a` 4, alors j(E) est congru a` 1728 modulo p ;
• si 3 divise ep, alors j(E) est congru a` 0 modulo p.
Enfin, la dernie`re colonne re´sulte de la de´termination de l’invariant de Hasse
des courbes d’invariant j e´gal 0 ou 1728 sur un corps fini de caracte´ristique p
(supe´rieur ou e´gal a` 5 ; voir [15], §V.4, exemples 4.4 et 4.5). En effet, soit k un
corps fini de caracte´ristique p ; alors :
• la courbe elliptique de´finie sur k par l’e´quation y2 = x3 + 1, d’invariant j
e´gal a` 0, est ordinaire si et seulement si p est congru a` 1 modulo 3 ;
• la courbe elliptique de´finie sur k par l’e´quation y2 = x3 + x, d’invariant j
e´gal a` 1728, est ordinaire si et seulement si p est congru a` 1 modulo 4.
1.3 Ramification et action du frobenius aux places hors de p
Soient q un nombre premier rationnel diffe´rent de p et q un ide´al premier de K
au-dessus de q.
1.3.1 Lorsque j(E) n’est pas entier en q
Proposition 1.4. On suppose que E a potentiellement re´duction multiplicative
en q. Alors :
1. le groupe λ(Iq) est d’ordre eq ; en particulier, le caracte`re λ
12 est non ramifie´
en q ;
2. λ2(σq) vaut 1 ou (Nq)
2 modulo p.
De´monstration. La proposition 3.3 (§3.2.1) de [4] donne la deuxie`me assertion et
que λ(Iq) est d’ordre au plus 2. Comme eq est e´gal a` 1 ou 2 (voir partie 1.1.1), il
ne reste qu’a` prouver qu’on ne peut avoir a` la fois eq e´gal a` 2 et λ(Iq) trivial.
Supposons par l’absurde que c’est le cas. Alors, avec les notations de la par-
tie 1.1, E a mauvaise re´duction additive sur Kq et l’extension K
λ/K est non
ramifie´e en q. Ceci implique qu’en toute place de Kλ au-dessus de q, E a mauvaise
re´duction additive ([15] §VII.5 proposition 5.4). On obtient alors une contradiction
avec le lemme 1.
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1.3.2 Lorsque j(E) est entier en q
On suppose dans cette partie que l’invariant j de E est entier en q, c’est-a`-dire
que E a potentiellement bonne re´duction en q.
La proposition suivante re´sulte de la discussion de la partie 1.1.2.
Proposition 1.5. On suppose que E a potentiellement bonne re´duction en q.
Alors le groupe λ(Iq) est d’ordre eq ; en particulier, le caracte`re λ
12 est non ramifie´
en q.
La proposition suivante est le the´ore`me 3 (§2) de [14].
Proposition 1.6. On suppose que E a potentiellement bonne re´duction en q.
Alors le polynoˆme caracte´ristique de l’action de σq sur le module de Tate en p
de E est a` coefficients dans Z (et inde´pendant de p) ; ses racines ont pour valeur
absolue complexe
√
Nq.
Notations 1.7.
1. On note Pq(X) le polynoˆme caracte´ristique de l’action de σq sur le mo-
dule de Tate en p de E. Comme le de´terminant de la repre´sentation de GK
sur le module de Tate en p de E est le caracte`re cyclotomique (a` valeurs
dans Z×p ), Pq(X) est de la forme X
2−TqX+Nq avec Tq un entier de valeur
absolue infe´rieure ou e´gale a` 2
√
Nq. Son discriminant T 2q − 4Nq est donc un
entier ne´gatif et ses racines sont conjugue´es complexes l’une de l’autre.
2. On note Lq le sous-corps engendre´ dans C par les racines de Pq(X) ; le
corps Lq est soit Q soit un corps quadratique imaginaire.
Proposition 1.8. On suppose que E a potentiellement bonne re´duction en q.
Soit Pq un ide´al premier de Lq au-dessus de p. Alors les images dans OLq/Pq des
racines de Pq(X) sont dans F
×
p ; il existe une racine βq de Pq(X) ve´rifiant :(
λ(σq),
(
χpλ
−1
)
(σq)
)
=
(
βq mod Pq, βq mod Pq
)
.
De´monstration. Soit P˜q(X) la re´duction modulo p de Pq(X). Alors P˜q(X) est le
polynoˆme caracte´ristique de ϕE,p(σq) ; il est donc scinde´ dans Fp et ses racines
sont λ(σq) et χpλ
−1(σq). D’autre part, P˜q(X) est aussi la re´duction modulo Pq
de Pq(X), dont les racines dans le corps OLq/Pq sont les classes modulo Pq des
racines de Pq(X) dans L
q.
Remarques 1.9.
1. Le corps Lq est e´gal a` Q si et seulement si le discriminant T 2q − 4Nq est
nul ; lorsque c’est le cas, Pq(X) a une racine double, appartenant a` Z, e´gale
a` Tq/2 et Nq est le carre´ de Tq/2 ; ceci implique notamment que le degre´
re´siduel de q dans l’extensionK/Q est pair et que E a potentiellement bonne
re´duction supersingulie`re en q.
2. Plus ge´ne´ralement, la courbe E a potentiellement bonne re´duction supersin-
gulie`re en q si et seulement si q divise Tq. Lorsque q est de degre´ 1 dansK/Q, q
divise Tq si et seulement si ((Tq = 0) ou (q = 2 et (Tq = 0, 2 ou −2)) ou
(q = 3 et (Tq = 0, 3 ou −3)).
10
3. Le polynoˆme caracte´ristique de ϕE,p(σq) est scinde´ dans Fp et e´gal a` Pq(X)
modulo p ; l’entier T 2q − 4Nq est donc un carre´ modulo p. On en de´duit que
soit p divise T 2q − 4Nq, soit Lq est un corps quadratique imaginaire dans
lequel p est de´compose´ (les deux cas ne s’excluant pas).
2 Compatibilite´ en et hors de p
Notations 2.1. Dans toute la suite du texte, on note µ la puissance douzie`me
du caracte`re d’isoge´nie λ ; on rappelle (notations 1.1) que Kλ de´signe l’extension
abe´lienne de K trivialisant le caracte`re λ et on note Kµ l’extension de K tri-
vialisant µ. Le corps Kµ est inclus dans le corps Kλ et l’extension Kλ/Kµ est
cyclique, de degre´ divisant le pgcd de 12 et p− 1 ; l’extension Kµ/K est cyclique
et d’ordre divisant p − 1. On note µ le morphisme de groupes injectif du groupe
de Galois Gal(Kµ/K) dans F×p induit par µ.
2.1 The´orie du corps de classes pour le caracte`re µ
La the´orie du corps de classes globale applique´e a` l’extension abe´lienne Kµ/K
fournit un morphisme de groupes du groupe des ide`les de K dans le groupe de
Galois Gal(Kµ/K) qui est continu, surjectif et trivial sur les ide`les diagonales. On
note r ce morphisme.
Notations 2.2. On note A×K le groupe des ide`les de K. Soit ν une place (finie ou
infinie) de K. On note Kν le comple´te´ de K en ν et rν la compose´e de l’injection
de K×ν dans les ide`les A
×
K et de l’application de re´ciprocite´ r introduite ci-dessus.
Lorsque ν est une place finie, on note UKν les unite´s du corps local Kν ; dans ce
cas, on utilise indiffe´remment en indice la place ν et l’ide´al maximal de K qui lui
correspond.
2.1.1 En une place infinie
Soit ν une place infinie de K ; alors l’application rν est triviale.
En effet, soit r′ν le morphisme de groupes de K
×
ν dans Gal(K
λ/K) associe´
de manie`re analogue a` l’extension abe´lienne Kλ/K. Alors rν est e´gale a` la puis-
sance douzie`me de la compose´e de r′ν et de la surjection naturelle de Gal(K
λ/K)
dans Gal(Kµ/K). Comme ν est une place infinie, l’application r′ν a pour image
un groupe d’ordre divisant 2 ; on en de´duit que rν est triviale.
2.1.2 En une place hors de p
Soit q un ide´al maximal de K qui n’est pas au-dessus de p.
D’apre`s l’e´tude locale mene´e dans la partie 1, l’extensionKµ/K est non ramifie´e
en q (propositions 1.4 et 1.5). Ceci implique que l’application rq est triviale sur
les unite´s UKq . Soit σq la restriction de σq a` K
µ ; alors σq est l’unique e´le´ment de
Frobenius de Gal(Kµ/K) associe´ a` q ; l’application rq envoie toute uniformisante
de Kq sur σq.
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2.1.3 En une place au-dessus de p
Soit p un ide´al premier de K au-dessus de p ; alors le morphisme µ◦rp co¨ıncide
sur les unite´s UKp avec la compose´e suivante :
UKp
NKp/Qp−−−−−→ UQp re´duction−−−−−−→
modulo p
F×p
e´le´vation−−−−−−−−−−−−→
a` la puissance −ap
F×p .
2.2 Loi de re´ciprocite´ pour le caracte`re µ
Notations 2.3. Pour toute place ν de K, on note ιν le plongement de K dans le
comple´te´ Kν . Pour tout ide´al maximal L de K, on note valL la valuation de K
associe´e a` L dont l’image est Z.
Proposition 2.4. Soient α un e´le´ment deK non nul et premier a` p et
∏
q∤p q
valq(α)
la de´composition de l’ide´al fractionnaire αOK en produit d’ide´aux premiers de K.
Alors on a : ∏
q∤p
µ (σq)
valq(α) =
∏
p|p
NKp/Qp (ιp(α))
ap mod p.
De´monstration. L’image par r de l’ide`le principale (ιν(α))ν est triviale. On de´termine
l’image de ιν(α) par µ ◦ rν pour les diffe´rentes places ν de K en utilisant la par-
tie 2.1.
• Si ν est une place infinie de K, l’application rν est triviale, donc µ◦rν(ιν(α))
l’est e´galement.
• Si q est un ide´al maximal de K premier a` p, alors ιq(α) est un e´le´ment de K×q
de valuation valq(α) ; son image par rq est σ
valq(α)
q et son image par µ ◦ rq
est µ (σq)
valq(α).
• Si p est un ide´al maximal de K au-dessus de p, alors, α e´tant suppose´ premier
a` p, ιp(α) est une unite´ de Kp ; on a donc µ ◦ rp(ιp(α)) = NKp/Qp(ιp(α))−ap
mod p.
Finalement on a (tous les produits e´tant finis) :
1 = µ ◦ r ((ιν(α))ν)
= µ
(∏
ν
rν (ιν(α))
)
=
∏
ν
µ ◦ rν (ιν(α))
=
∏
ν|∞
1×∏
q∤p
µ ◦ rq (ιq(α)) ×
∏
p|p
µ ◦ rp (ιp(α))
=
∏
q∤p
µ (σq)
valq(α) ×∏
p|p
(
NKp/Qp (ιp(α))
−ap mod p
)
=
∏
q∤p
µ (σq)
valq(α) ×
((∏
p|p
NKp/Qp (ιp(α))
ap
)
mod p
)−1
.
Avec l’e´galite´ µ (σq) = µ (σq) pour tout ide´al maximal deK premier a` p, on obtient
le re´sultat de la proposition.
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Notations 2.5.
1. Dans tout la suite du texte, on suppose que l’extension K/Q est galoisienne ;
on note G son groupe de Galois.
2. On fixe e´galement pour toute la suite du texte un ide´al p0 de K au-dessus
de p.
3. Pour tout e´le´ment τ de G, on note aτ l’entier ap associe´ a` l’ide´al p = τ
−1(p0).
4. On note N l’application de K dans lui-meˆme qui envoie un e´le´ment α sur la
norme tordue par les entiers (aτ )τ∈G : N (α) =
∏
τ∈G τ(α)
aτ . On note que
l’application N pre´serve K×, OK et les e´le´ments de K premiers a` p.
Avec ces notations, la proposition 2.4 admet la reformulation globale suivante
(qui redonne le lemme 1 du §2 de [10]).
Proposition 2.6. Soient α un e´le´ment deK non nul et premier a` p et
∏
q∤p q
valq(α)
la de´composition de l’ide´al fractionnaire αOK en produit d’ide´aux premiers de K.
Alors on a : ∏
q∤p
µ (σq)
valq(α) = ιp0 (N (α)) mod p0.
De´monstration. On ve´rifie que l’e´le´ment
∏
p|pNKp/Qp (ιp(α))
ap de Zp est l’image
par l’injection canonique ιp0 deK dans son comple´te´Kp0 de l’e´le´ment
∏
τ∈G τ(α)
aτ
de K.
2.3 Une borne pour la hauteur des associe´s d’un entier
Notation 2.7. Soit α un e´le´ment non nul de K. On note H la hauteur absolue de α
de´finie par
H(α) =
 ∏
ν place de K
max (1, |α|ν)
1/dK ,
avec les normalisations suivantes pour les valeurs absolues | · |ν :
• si ν est une place re´elle, correspondant a` un e´le´ment τ de G, on pose | · |ν =
|τ(·)|C ;
• si ν est une place complexe, correspondant a` un e´le´ment τ deG, on pose |·|ν =
|τ(·)|2C ;
• si ν est une place finie, correspondant a` un ide´al maximal L de K, on pose | ·
|ν = (NL)−valL(·).
On remarque que lorsque α est entier dans K, les seules places apportant une
contribution non triviale dans le produit de´finissant H(α) sont les places infinies.
Lemme 2. Soit α un e´le´ment non nul de OK ; alors, pour tout τ dans G, on a :
|τ (N (α))|C ≤ H(α)12dK .
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De´monstration. Soit τ dans G fixe´ ; on a :
τ (N (α)) = τ
(∏
τ ′∈G
τ ′(α)aτ′
)
=
∏
τ ′∈G
τ ′(α)aτ−1τ′ ,
Pour tout τ ′ dans G, on a (aτ−1τ ′ e´tant un entier compris entre 0 et 12)) :
|τ ′ (α)|aτ−1τ′C ≤ (max (1, |τ ′ (α)|C))aτ−1τ′ ≤ (max (1, |τ ′ (α)|C))12 .
Comme le corps K est suppose´ galoisien sur Q, ses places infinies sont soit
toutes re´elles, soit toutes complexes.
Lorsque toutes les places de K sont re´elles, il y en a exactement dK , qui cor-
respondent bijectivement aux e´le´ments de G ; on a alors :
|τ (N (α))|C =
∏
τ ′∈G
|τ ′(α)|aτ−1τ′C ≤
( ∏
τ ′∈G
max (1, |τ ′ (α)|C)
)12
≤
( ∏
ν|∞
max (1, |α|ν)
)12
= H(α)12dK .
Lorsque toutes les places de K sont complexes, le degre´ dK de K sur Q est
pair et la conjugaison complexe induit dans G un e´le´ment c d’ordre 2. Le corps K
a exactement dK/2 places infinies ; deux e´le´ments de G de´finissent la meˆme place
infinie si et seulement s’ils sont e´gaux ou conjugue´s complexes l’un de l’autre. On
fixe un syste`me G˜ de repre´sentants de G modulo le sous-groupe d’ordre 2 engendre´
par c. On a alors :
|τ (N (α))|C =
∏
τ ′∈G˜
|τ ′(α)|aτ−1τ′C |cτ ′(α)|
aτ−1cτ′
C
≤
( ∏
τ ′∈G˜
max (1, |τ ′ (α)|C)max (1, |cτ ′ (α)|C)
)12
≤
( ∏
τ ′∈G˜
max (1, |τ ′ (α)|C)2
)12
≤
( ∏
τ ′∈G˜
max
(
1, |τ ′ (α)|2C
))12
≤
( ∏
ν|∞
max (1, |α|ν)
)12
= H(α)12dK .
Notations 2.8. Suivant [2], on note :
• RK le re´gulateur de K ;
• rK le rang du groupe des unite´s de K (rK vaut dK − 1 si K est totalement
re´el et dK2 − 1 sinon) ;
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• δK un re´el strictement positif minorant dK ln (H(α)) pour tout e´le´ment non
nul α de K qui n’est pas une racine de l’unite´ ; si dK vaut 1 ou 2, on peut
prendre δK e´gal a`
ln 2
rK+1
; si dK est supe´rieur ou e´gal a` 3, on peut prendre δK
e´gal a` 153dK ln(6dK) ou
1
1201
(
ln(ln dK)
ln dK
)3
.
De´finition 2.9 (Borne C1(K)). On pose :
C1(K) =
rrK+1K δ
−(rK−1)
K
2
.
On remarque que C1(K) peut s’exprimer en n’utilisant que le degre´ dK de K
sur Q. Avec ces notations, le lemme 2 (partie 3) de [2] s’e´crit de la manie`re suivante.
Lemme 3. Pour tout e´le´ment non nul α de OK , il existe une unite´ u de K
ve´rifiant :
H(uα) ≤ ∣∣NK/Q(α)∣∣1/dK exp (C1(K)RK) .
2.4 Type de re´duction en une place hors de p et action de
l’inertie en p
Dans cette partie, on suit le raisonnement de la partie 2 de [10] pour e´tablir un
lien entre les actions sur le groupe d’isoge´nie du frobenius en une place hors de p
d’une part et des sous-groupes d’inertie aux places au-dessus de p d’autre part ;
ce lien est valide lorsque p est pris strictement plus grand qu’une borne dont on
de´termine une forme explicite.
De´finition 2.10 (Borne C2(K)). On de´finit :
C2(K) = exp (12dKC1(K)RK) .
On remarque que le nombre re´elC2(K) ne de´pend que du degre´ et du re´gulateur
deK. On rappelle (notations de l’introduction) que hK de´signe le nombre de classes
d’ide´aux de K.
Proposition 2.11. Soit L un ide´al maximal de K. Il existe un ge´ne´rateur γL
de LhK satisfaisant pour tout τ dans G :
|τ (N (γL))|C ≤ (NL)12hK C2(K).
De´monstration. E´tant donne´ un ge´ne´rateur quelconque de LhK , on peut le mul-
tiplier par une unite´ donne´e par le lemme 3 pour obtenir un ge´ne´rateur γL qui
ve´rifie :
H(γL) ≤
∣∣NK/Q(γL)∣∣1/dK exp (C1(K)RK) .
Comme γL engendre dans OK l’ide´al LhK , la norme de γL dans l’extension K/Q
est un entier relatif e´gal ou oppose´ a` (NL)hK . D’apre`s le lemme 2, on a pour tout τ
dans G :
|τ (N (γL))|C ≤ H(γL)12dK ,
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d’ou`
|τ (N (γL))|C ≤
∣∣NK/Q(γL)∣∣12 (exp (C1(K)RK))12dK
≤ (NL)12hK exp (12dKC1(K)RK) = (NL)12hK C2(K).
Notations 2.12. Soit q un ide´al maximal de K premier a` p en lequel E a poten-
tiellement bonne re´duction.
1. On fixe un ide´al pq0 de KL
q au-dessus de p0 (voir les notations 1.7 et 2.5).
Comme le corps Lq est soit Q, soit un corps quadratique imaginaire, il y a
au plus deux choix possibles pour pq0 ; si L
q est inclus dans K, le seul choix
possible pour pq0 est p
q
0 = p0.
2. On note Pq0 l’unique ide´al de Lq situe´ au-dessous de pq0.
3. D’apre`s la proposition 1.8, il existe une racine du polynoˆme Pq(X) dont la
classe modulo Pq0 (qui est dans Fp) vaut λ(σq) ; on note βq une telle racine.
De´finition 2.13 (Borne C(K,n)). Pour tout entier n, on pose :
C(K,n) =
(
n12hKC2(K) + n
6hK
)2dK
.
Proposition 2.14. Soient q un ide´al maximal de K premier a` p et γq un ge´ne´rateur
de qhK ve´rifiant l’ine´galite´ de la proposition 2.11. On suppose que p est stricte-
ment supe´rieur a` C(K,Nq). Alors on est dans l’un des trois cas suivants (avec les
notations 2.5 et 2.12) :
Type de re´duction semi-stable de E en q µ(σq) N (γq) Cas
multiplicatif
1 mod p N (γq) = 1 M0
(Nq)12 mod p N (γq) = (Nq)12hK M1
bon β12q mod Pq0 N (γq) = β12hKq B
De´monstration. Comme γq engendre dans OK l’ide´al qhK , la proposition 2.6 ap-
plique´e a` γq donne :
µ(σq)
hK = ιp0 (N (γq)) mod p0
On raisonne ensuite selon le type de re´duction semi-stable de E en q et les valeurs
possibles de µ(σq) de´termine´es dans la partie 1.3.
On suppose d’abord que E a potentiellement mauvaise re´duction multiplicative
en q et que λ2(σq) est e´gal a` 1 modulo p. Alors µ(σq) est aussi e´gal a` 1 modulo p
et l’e´le´ment N (γq) de OK est congru a` 1 modulo p0. Comme p0 est au-dessus de p,
ceci implique que p divise l’entier relatif NK/Q (N (γq)− 1). Par choix de γq, on a
pour tout τ dans G :
|τ (N (γq)− 1)|C ≤ |τ (N (γq))|C + |τ (1)|C ≤ (Nq)12hKC2(K) + 1,
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d’ou`∣∣NK/Q (N (γq)− 1)∣∣Q = ∏
τ∈G
|τ (N (γq)− 1)|C ≤
(
(Nq)12hKC2(K) + 1
)dK ≤ C(K,Nq).
Comme p est suppose´ strictement plus grand que C(K,Nq), on en de´duit que
l’entier NK/Q (N (γq)− 1) est nul, ce qui implique que N (γq) est e´gal a` 1.
On suppose ensuite que E a potentiellement mauvaise re´duction multiplicative
en q et que λ2(σq) est e´gal a` (Nq)
2 modulo p. Alors µ(σq) est e´gal a` (Nq)
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modulo p et l’e´le´ment N (γq) de OK est congru a` (Nq)12hK modulo p0. Ainsi, p
divise l’entier relatif NK/Q
(N (γq)− (Nq)12hK). Or on a :∣∣NK/Q (N (γq)− (Nq)12hK)∣∣Q = ∏
τ∈G
∣∣τ (N (γq)− (Nq)12hK)∣∣C
≤ ∏
τ∈G
(
(Nq)12hKC2(K) + (Nq)
12hK
)
≤ ((Nq)12hKC2(K) + (Nq)12hK)dK
≤ C(K,Nq).
Comme p est suppose´ strictement plus grand que C(K,Nq), on en de´duit que
l’entier NK/Q
(N (γq)− (Nq)12hK ) est nul, ce qui implique que N (γq) est e´gal
a` (Nq)12hK .
On suppose enfin que E a potentiellement bonne re´duction en q. Alors µ(σq) est
e´gal a` la classe de β12q modulo Pq0 (notations 2.12) et N (γq) et β12hKq sont congrus
modulo l’ide´al pq0 deKL
q. Ceci implique que p divise l’entier relatifNKLq/Q
(N (γq)− β12hq ).
Comme Lq est soit Q soit un corps quadratique imaginaire, le corps KLq est
galoisien sur Q, de degre´ e´gal a` dK ou 2dK . Tout e´le´ment τ de Gal(KL
q/Q) in-
duit sur K un e´le´ment de Gal(K/Q) et sur Lq un e´le´ment de Gal(Lq/Q), qui
est donc soit l’identite´ soit la conjugaison complexe. On a ainsi pour tout τ
dans Gal(KLq/Q) :∣∣τ (N (γq)− β12hKq )∣∣C ≤ ∣∣τ|K (N (γq))∣∣C + ∣∣τ|Lq (β12hKq )∣∣C
≤ (Nq)12hKC2(K) +
(√
Nq
)12hK
≤ (Nq)12hKC2(K) + (Nq)6hK .
D’ou` finalement :∣∣NKLq/Q (N (γq)− β12hKq )∣∣Q = ∏
τ∈Gal(KLq/Q)
∣∣τ (N (γq)− β12hKq )∣∣C
≤ ((Nq)12hKC2(K) + (Nq)6hK)2dK = C(K,Nq).
Comme p est suppose´ strictement plus grand que C(K,Nq), on en de´duit que
l’entier NKLq/Q
(N (γq)− β12hKq ) est nul, ce qui implique que N (γq) est e´gal
a` β12hKq .
La proposition suivante donne une forme effective du lemme 2 de la partie 2
de [10].
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Proposition 2.15. Soient q un nombre premier rationnel totalement de´compose´
dans K et q un ide´al premier de K au-dessus de q. On suppose que p est strictement
plus grand que C(K, q). Alors on est dans l’un des cinq cas suivants (avec les
notations 2.12) :
Type de re´duction
Corps Lq µ(σq) Famille (aτ )τ∈G Cas
semi-stable de E en q
multiplicatif
1 mod p ∀τ ∈ G, aτ = 0 M0
q12 mod p ∀τ ∈ G, aτ = 12 M1
bon
supersingulier Lq = Q(
√−q) β6q = −q3 ∀τ ∈ G, aτ = 6 BS
ordinaire
quadratique,
NK/Lq(q) = βqOLq
∀τ ∈ Gal(K/Lq), aτ = 12
BO
inclus dans K, et aτ = 0 sinon
p de´compose´
NK/Lq(q) = βqOLq
∀τ ∈ Gal(K/Lq), aτ = 0
BO’
dans Lq et aτ = 12 sinon
De´monstration. Comme le nombre premier q est suppose´ totalement de´compose´
dans l’extension galoisienne K/Q, les ide´aux τ(q) sont deux a` deux distincts
lorsque τ de´crit G, leur produit est l’ide´al qOK et la norme de q dans K/Q est
e´gale a` q. En particulier, en supposant que p est strictement supe´rieur a` C(K, q),
on se place dans les hypothe`ses de la proposition 2.14. On raisonne donc selon les
trois cas de cette proposition.
On remarque que l’e´le´ment N (γq) engendre dans OK l’ide´al
N (γq)OK =
( ∏
τ∈G
τ(γq)
aτ
)
OK =
∏
τ∈G
(τ (γqOK))aτ
=
∏
τ∈G
(
τ
(
qhK
))aτ
=
( ∏
τ∈G
τ (q)
aτ
)hK
.
Lorsque q est de type M0,N (γq) est e´gal a` 1 donc engendre dans OK l’ide´alOK
lui-meˆme. L’e´galite´
OK =
(∏
τ∈G
τ (q)aτ
)hK
avec hK dans N
∗ implique alors que pour tout τ dans G, aτ est nul.
Lorsque q est de type M1, N (γq) est e´gal a` q12hK et on a :(∏
τ∈G
τ (q)
aτ
)hK
= N (γq)OK =
(
q12hK
)OK = (qOK)12hK =
(∏
τ∈G
τ (q)
)12hK
.
On en de´duit que pour tout τ dans G, aτ est e´gal a` 12.
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Lorsque q est de type B, N (γq) est e´gal a` β12hKq (dans le corps KLq). En parti-
culier, l’e´le´ment N (γq) de K est contenu dans Lq et deux sous-cas sont possibles :
soit N (γq) est rationnel, soit N (γq) engendre Lq qui est alors contenu dans K.
On suppose d’abord que N (γq) est rationnel. Alors β12hKq est e´galement ration-
nel, donc β12hKq est e´gal a` βq
12hK
. Ceci implique qu’il existe une racine 12hK-ie`me
de l’unite´ ζ dans Lq telle que βq est e´gal a` ζβq. Comme L
q est soit Q soit un
corps quadratique imaginaire, ζ est en fait une racine deuxie`me, quatrie`me ou
sixie`me de l’unite´. Ceci implique que β12q est de´ja` rationnel ; comme βq est un en-
tier alge´brique, β12q est un entier relatif ; sa valeur absolue e´tant q
6, on a β12q = ±q6.
On en de´duit qu’on a dans OK :(∏
τ∈G
τ (q)
aτ
)hK
= N (γq)OK = β12hKq OK = q6hKOK =
(∏
τ∈G
τ (q)
)6hK
.
Ceci implique que pour tout τ dans G, aτ est e´gal a` 6. D’apre`s la proposition 1.3,
le nombre premier p est donc congru a` 3 modulo 4.
On va maintenant montrer que E a potentiellement re´duction supersingulie`re
en q, que le corps Lq est Q(
√−q) et qu’on a β6q = −q3.
La relation
q = Nq = βqβq = ζβ
2
q .
implique dans OLq
qOLq =
(
β2q
)OLq = (βqOLq)2 .
Ainsi, q est ramifie´ dans Lq et l’unique ide´al premier de Lq au-dessus de q est βqOLq
(ceci force notamment Lq a` eˆtre diffe´rent de Q).
On traite d’abord le cas q = 2. La trace Tq (voir notations 1.7) est alors
un entier relatif de valeur absolue infe´rieure a` 2
√
2 ; il vaut donc 0, 1, 2, −1
ou −2. Les valeurs correspondantes du discriminant T 2q −4Nq du polynoˆme Pq(X)
sont −8, −7, −4, −7, −4. Les entiers relatifs sans facteurs carre´s dont une racine
carre´e engendre Lq sont alors respectivement −2, −7, −1, −7, −1. Or, 2 est ra-
mifie´ dans Lq si et seulement si ce dernier entier est congru a` 2 ou 3 modulo 4.
Les valeurs de Tq qui re´alisent cette condition sont 0, 2 et −2. Or d’apre`s la re-
marque 1.9, l’entier T 2q − 4Nq est un carre´ modulo p. Si Tq est e´gal a` 2 ou −2, le
discriminant T 2q − 4Nq est e´gal a` −4. Or, p e´tant congru a` 3 modulo 4, −4 n’est
pas un carre´ modulo p. On en de´duit que Tq est nul.
Lorsque q est diffe´rent de 2, le fait qu’il soit ramifie´ dans Lq implique qu’il
divise le discriminant T 2q − 4Nq. Comme q divise Nq (et lui est meˆme ici e´gal),
on en de´duit que q divise Tq. Alors T
2
q est un carre´, multiple de q, compris entre 0
et 4q. Ceci implique que soit Tq est nul, soit q est e´gal a` 3 et T
2
q est e´gal a` 9.
On a ainsi montre´ :
• si q est diffe´rent de 3, alors Tq est nul ;
• si q est e´gal a` 3, alors T 2q est soit nul, soit e´gal a` 9.
Dans les deux cas, q divise Tq, donc la courbe elliptique obtenue sur kq par
re´duction de E est supersingulie`re.
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Si la trace Tq est nulle, alors le polynoˆme Pq(X) dont βq est racine est e´gal
a`X2+q. On a alors β2q e´gal a` −q, donc β6q est e´gal a` −q3 et le corps Lq est Q(
√−q).
Si q est e´gal a` 3 et T 2q est e´gal a` 9, alors T
2
q − 4Nq vaut −3 et il existe εq
valant +1 ou −1 ve´rifiant :
βq =
Tq + iεq
√
3
2
.
On a alors encore Lq e´gal a` Q(
√−3) et on ve´rifie par le calcul que β6q est e´gal
a` −33.
On suppose enfin que l’e´le´ment N (γq) de K engendre Lq qui est un corps
quadratique imaginaire. Alors Lq est inclus dans K, le degre´ dK de K sur Q est
pair et le groupe de Galois de K sur Q contient comme sous-groupe d’indice 2 le
groupe Gal(K/Lq) ; on note Hq ce sous-groupe.
Comme N (γq) est contenu dans Lq, on a pour tout e´le´ment ρ de Hq :
N (γq) = ρ (N (γq)) .
On en de´duit :(∏
τ∈G
τ(q)aτ
)hK
= N (γq)OK = ρ (N (γq)OK) = ρ
(∏
τ∈G
τ(q)aτ
)hK = (∏
τ∈G
τ(q)aρ−1τ
)hK
.
On a donc pour tout ρ dans Hq et tout τ dans G l’e´galite´ aρτ = aτ . Ainsi la valeur
de aτ est constante sur les classes a` gauche (qui sont aussi les classes a` droite)
de G modulo Hq.
Le groupe G posse`de deux classes modulo Hq : celle, e´gale a` Hq, de l’identite´
et celle, e´gale a` Hqγ, d’un e´le´ment γ de G qui induit la conjugaison complexe
sur Lq. On a alors :
N (γq) =
∏
τ∈G
τ(γq)
aτ
=
( ∏
τ∈Hq
τ(γq)
)aid ( ∏
τ∈γHq
τ(γq)
)aγ
=
( ∏
τ∈Hq
τ(γq)
)aid (
γ
( ∏
τ∈Hq
τ(γq)
))aγ
=
(
NK/Lq(γq)
)aid (γ (NK/Lq(γq)))aγ
=
(
NK/Lq(γq)
)aid (NK/Lq(γq))aγ .
Comme NK/Lq(γq) engendre dans OLq l’ide´al
NK/Lq(γq)OLq = NK/Lq (γqOK) = NK/Lq
(
qhK
)
= NK/Lq (q)
hK ,
alors NK/Lq(γq) engendre dans OLq l’ide´al NK/Lq (q)
hK
et on obtient :(
β12hKq
)OLq = N (γq)OLq
(βqOLq)12hK =
(
NK/Lq(γq)OLq
)aid (NK/Lq(γq)OLq)aγ
=
(
NK/Lq (q)
hK
)aid (
NK/Lq (q)
hK
)aγ
=
((
NK/Lq (q)
)aid (NK/Lq (q))aγ)hK .
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Comme on a suppose´ q totalement de´compose´ dans l’extension K/Q, q est
e´galement totalement de´compose´ dans les extensions Lq/Q etK/Lq. La normeNK/Lq(q)
est donc un ide´al premier de Lq au-dessus de q. Or l’e´galite´ q = βqβq indique que
les deux ide´aux premiers (distincts) de Lq au-dessus de q sont βqOLq et βqOLq .
Ainsi NK/Lq(q) est e´gal soit a` βqOLq soit a` βqOLq .
Si NK/Lq(q) est e´gal a` βqOLq , alors la relation
(βqOLq)12hK =
(
(βqOLq)aid
(
βqOLq
)aγ)hK
implique aid = 12 et aγ = 0. On en de´duit que aτ vaut 12 si τ est dans H
q et 0
sinon.
Si NK/Lq(q) est e´gal a` βqOLq , alors la relation
(βqOLq)12hK =
((
βqOLq
)aid
(βqOLq)aγ
)hK
implique aid = 0 et aγ = 12. On en de´duit que aτ vaut 0 si τ est dans H
q et 12
sinon.
D’apre`s la remarque 1.9, soit p est de´compose´ dans Lq, soit p divise T 2q − 4q.
Supposons par l’absurde que p divise T 2q − 4q ; on remarque que la valeur absolue
de T 2q − 4q est 4q − T 2q , elle donc infe´rieure ou e´gale a` 4q. Comme p est suppose´
strictement supe´rieur a` C(K, q), p est strictement supe´rieur a` 4q. On obtient alors
que T 2q − 4q est nul, ce qui est impossible. On en de´duit que p est de´compose´ dans
le corps quadratique Lq.
Enfin, on suppose par l’absurde que E a potentiellement re´duction supersin-
gulie`re en q ; alors d’apre`s la remarque 1.9, on est dans l’un des cas suivants : Tq
est nul ; q est e´gal a` 2 et Tq est e´gal a` 0, 2 ou −2 ; q est e´gal a` 3 et Tq est e´gal a` 0, 3
ou −3. Si Tq est nul ou q est e´gal a` 3 et Tq vaut ±3, alors Lq est e´gal a` Q(√−q),
dans lequel q est ramifie´ ; si q est e´gal a` 2 et Tq vaut ±2, alors Lq est e´gal a` Q(i),
dans lequel 2 est ramifie´. Or, on a montre´ que q est de´compose´ dans le corps Lq.
On en de´duit que E a potentiellement re´duction ordinaire en q.
3 Deux crite`res d’irre´ductibilite´
3.1 Types de re´duction semi-stable diffe´rents
Soit M un entier naturel supe´rieur ou e´gal 1.
De´finition 3.1 (Ensemble E(K;M)). On note E(K;M) l’ensemble des courbes
elliptiques E de´finies sur K pour lesquelles il existe
• q et q′ des nombres premiers totalement de´compose´s dans K et infe´rieurs ou
e´gaux a` M ,
• une place q de K au-dessus de q et une place q′ de K au-dessus de q′ tels que
les types de re´duction semi-stable de E en q et q′ (de la proposition 2.15)
sont diffe´rents
(les premiers q et q′ et les places q et q′ peuvent de´pendre de E ; les premiers q
et q′ peuvent eˆtre e´gaux).
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Proposition 3.2. Soit M un entier naturel supe´rieur ou e´gal 1. Alors pour toute
courbe elliptique E dans E(K;M) et tout nombre premier p strictement supe´rieur
a` C(K,M), la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
De´monstration. On suppose par l’absurde que la repre´sentationϕE,p est re´ductible.
Alors pour les places q et q′, on est dans les hypothe`ses de la proposition 2.15. Le
type de re´duction semi-stable de E en q ou q′ de´termine donc la famille (aτ )τ , qui
de´crit l’action sur le sous-groupe d’isoge´nie des sous-groupes d’inertie de GK aux
places de K au-dessus de p. Comme deux types de re´duction semi-stable pour q
ou q′ donnent des familles (aτ )τ diffe´rentes (on distingue les cas BO et BO’ par le
fait que dans le cas BO, l’ensemble des e´le´ments τ de G pour lesquels aτ est e´gal
a` 12 est un sous-groupe de G alors que dans le cas BO’, c’est le comple´mentaire
d’un sous-groupe), ces types doivent eˆtre les meˆmes : on obtient une contradic-
tion.
3.2 Re´duction semi-stable multiplicative
Soit q un nombre premier rationnel totalement de´compose´ dans K.
De´finition 3.3 (Ensemble E ′(K; q) et borne B(K; q)). Soit q un nombre premier
rationnel totalement de´compose´ dans K.
1. On note E ′(K; q) l’ensemble des courbes elliptiquesE de´finies surK ve´rifiant :
il existe une place (qui peut de´pendre de E) deK au-dessus de q en laquelleE
a potentiellement mauvaise re´duction multiplicative.
2. On pose
B(K; q) = max
(
C(K, q),
(
1 + 36dKhK
)2)
.
Proposition 3.4. Soit q un nombre premier rationnel totalement de´compose´ dans K.
Alors pour toute courbe elliptique E dans E ′(K; q) et tout nombre premier p stric-
tement supe´rieur a` B(K; q), la repre´sentation ϕE,p est irre´ductible.
De´monstration. On suppose par l’absurde que la repre´sentationϕE,p est re´ductible.
Alors on est dans les hypothe`ses de la proposition 2.15 et comme E appartient
a` E ′(K; q), on est dans le cas M0 ou dans le cas M1. On remarque que d’apre`s les
propositions 1.4 et 1.5, le caracte`re µ est non ramifie´ en toute place finie de K
premie`re a` p.
Dans le cas M0, pour tout ide´al premier p de K au-dessus de p, ap est nul.
Par de´finition de ap (partie 1.2), cela implique que caracte`re µ est non ramifie´ en
toute place de K au-dessus de p. Ainsi, l’extension Kµ de K trivialisant µ, qui
est abe´lienne, est non ramifie´e en toute place finie de K ; le corps Kµ est donc
inclus dans le corps de classes de Hilbert de K et son degre´ (sur Q) est infe´rieur
ou e´gal a` dKhK . Le corps K
λ qui trivialise le caracte`re λ est une extension de
degre´ divisant 12 de Kµ ; son degre´ (sur Q) est donc infe´rieur ou e´gal a` 12dKhK .
Or, la courbe E posse`de un point d’ordre p de´fini sur Kλ. D’apre`s des travaux
de Merel et Oesterle´ mentionne´s dans les introductions de [11] et [9], on a alors
p ≤
(
1 + 3
12dKhK
2
)2
=
(
1 + 36dKhK
)2
,
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ce qui contredit le choix de p strictement supe´rieur a` B(K; q).
Dans le cas M1, pour tout ide´al premier p de K au-dessus de p, ap est e´gal a` 12.
Ainsi, le caracte`re χ12p µ
−1 est non ramifie´ en toute place de K au-dessus de p, et
par suite en toute place finie de K. On conside`re alors le quotient de E par le sous-
groupe d’isoge´nie W . On obtient une courbe elliptique E′ de´finie sur K, isoge`ne
a` E surK ; le sous-groupeE[p]/W de E′ est de´fini surK et d’ordre p et le caracte`re
d’isoge´nie associe´ a` ce sous-groupe est χpλ
−1. La puissance douzie`me de χpλ
−1
e´tant non ramifie´e en toute place finie de K, on applique le meˆme raisonnement
que pre´ce´demment.
4 Forme du caracte`re d’isoge´nie et homothe´ties
A` partir de maintenant et jusqu’a` la fin du texte, on suppose a` nouveau la
repre´sentation ϕE,p re´ductible.
4.1 Une version effective du the´ore`me de Chebotarev
The´ore`me (Chebotarev effectif, [6]). Il existe une constante absolue et effecti-
vement calculable A ayant la proprie´te´ suivante : soient M un corps de nombres, N
une extension finie galoisienne de M , ∆N le discriminant de N , C une classe de
conjugaison du groupe de Galois Gal(N/M) ; alors il existe un ide´al premier de M ,
non ramifie´ dans N , dont la classe de conjugaison des frobenius dans l’exten-
sion N/M est la classe de conjugaison C et dont la norme dans l’extension M/Q
est un nombre premier rationnel infe´rieur ou e´gal a` 2(∆N )
A.
De´finition 4.1 (Ensemble d’ide´aux JK). On note JK l’ensemble des ide´aux maxi-
maux de K dont la norme dans l’extension K/Q est un nombre premier rationnel
totalement de´compose´ dans K et infe´rieur ou e´gal a` 2(∆K)
AhK .
Proposition 4.2. Toute classe d’ide´aux de K contient un ide´al de JK .
De´monstration. On note HK le corps de classes de Hilbert de K. De´montrer la
proposition est e´quivalent a` montrer que pour tout e´le´ment σ du groupe de Galois
de l’extension HK/K, il existe un ide´al premier non nul q de K appartenant a` JK
tel que l’e´le´ment de Frobenius associe´ a` q dans Gal(HK/K) par l’application de
re´ciprocite´ d’Artin est e´gal a` σ.
Comme on a suppose´ le corps K galoisien sur Q, le corps HK est e´galement
une extension galoisienne de Q. On va utiliser la version effective du the´ore`me de
Chebotarev pour les corps N = HK et M = Q. On remarque que le discrimi-
nant ∆HK de HK est e´gal a` ∆
hK
K et que le groupe Gal(HK/K) est un sous-groupe
(distingue´) du groupe Gal(HK/Q).
Soit σ un e´le´ment de Gal(HK/K) et C la classe de conjugaison de σ dans Gal(HK/Q).
D’apre`s le the´ore`me de Chebotarev effectif, il existe un nombre premier rationnel q,
non ramifie´ dans HK et infe´rieur ou e´gal a` 2(∆HK )
A, tel que la classe de conjugai-
son forme´e par les frobenius de q dans l’extension HK/Q est e´gale a` C. Il existe
donc un ide´al q˜ de HK au-dessus de q tel que le frobenius Frob(q˜/q) de q˜ dans
l’extension HK/Q est e´gal a` σ.
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Soit q l’ide´al de K situe´ au-dessous de q˜. Alors la caracte´ristique de q est le
nombre premier rationnel q. Par choix, q est infe´rieur ou e´gal a` 2(∆K)
AhK et non
ramifie´ dans HK , donc dans K. Le frobenius Frob(q/q) de q dans l’extension K/Q
est e´gal a` la restriction a`K du frobenius Frob(q˜/q) de q˜ dansHK/Q. Or, Frob(q˜/q)
est e´gal a` σ, qui est un e´le´ment de Gal(HK/K). Ceci implique que Frob(q/q) est
l’identite´ de K, donc que le degre´ re´siduel de q dans K/Q est 1 et finalement que
la norme de q dans K/Q est q. Comme K est suppose´ galoisien sur Q, on obtient
que q est totalement de´compose´ dans K et ainsi que q est dans l’ensemble JK .
Enfin, comme q est de degre´ 1 dans K/Q, l’e´le´ment de Frobenius Frob(q˜/q)
associe´ a` q dans l’extension HK/K ve´rifie
Frob(q˜/q) = Frob(q˜/q) = σ.
4.2 Les deux formes possibles du caracte`re d’isoge´nie
Dans cette partie, on s’inspire de la de´monstration du the´ore`me 1 (§2) de [10]
pour obtenir le the´ore`me II de l’introduction.
De´finition 4.3 (Borne CK). On pose
CK = max
(
C
(
K, 2(∆K)
AhK
)
,
(
1 + 36dKhK
)2)
.
Le nombre CK ne de´pend que du corps de nombres K.
Proposition 4.4. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK . Alors, en
tout ide´al de JK , la courbe E a potentiellement bonne re´duction et tous les ide´aux
de JK appartiennent au meˆme cas (BS, BO ou BO’) de la proposition 2.15.
De´monstration. Par construction, la borne CK est supe´rieure ou e´gale a` C
(
K, 2(∆K)
AhK
)
et a`B(K; q) pour tout ide´al q de JK de caracte´ristique q . Comme la repre´sentationϕE,p
est suppose´ re´ductible, les propositions 3.2 et 3.4 donnent que la courbe E n’ap-
partient pas a` la famille E(K; 2(∆K)AhK ) ni a` la famille E ′(K; q) pour tout premier
rationnel q totalement de´compose´ dans K et infe´rieur ou e´gal a` 2(∆K)
AhK .
Ceci implique que E a meˆme type de re´duction semi-stable (parmi les cinq
types possibles de la proposition 2.15) en tout ide´al de JK et que ce type n’est
pas multiplicatif.
4.2.1 Type supersingulier
Proposition 4.5. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK et que tous
les ide´aux de JK sont de type supersingulier (BS dans la proposition 2.15). Alors :
1. le nombre premier p est congru a` 3 modulo 4 ;
2. en toute place de K au-dessus de p, la courbe E a mauvaise re´duction additive
et potentiellement bonne re´duction supersingulie`re ;
3. on a λ6 =
(
χpλ
−1
)6
=
(
χ
p+1
2
p
)3
.
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De´monstration. Soit p un ide´al premier de K au-dessus de p. Comme tous les
ide´aux de JK sont de type BS, la proposition 2.15 donne que ap est e´gal a` 6.
D’apre`s les parties 1.1.2 et 1.2 (notamment la proposition 1.3), ceci implique que p
est congru a` 3 modulo 4, E a potentiellement bonne re´duction supersingulie`re en p
et, comme ep est e´gal a` 4, E a re´duction additive en p.
D’apre`s les propositions 1.4, 1.5 et 2.15, le caracte`re µχ−6p est ainsi non ramifie´
en toute place finie de K. Il de´finit donc une extension abe´lienne de K contenue
dans son corps de classes de Hilbert HK . Comme les classes des e´le´ments de JK
forment tout le groupe des classes d’ide´aux de K, le caracte`re µχ−6p est entie`rement
de´termine´ par sa valeur sur les e´le´ments σq, lorsque q de´crit JK .
Soit q un ide´al dans JK ; alors d’apre`s la proposition 2.15 (et avec les nota-
tions 2.12), on a :
µ(σq) = β
12
q mod Pq0 = q6 mod p = (Nq)6 mod p = χp(σq)6.
On en de´duit que µ est e´gal a` χ6p sur GK , ce qui implique :(
χpλ
−1
)6
= λ12λ−6 = λ6.
Soit ψ le caracte`re χpλ
−2 de GK dans F
×
p . On a ψ
6 = χ6pλ
−12 = χ6pµ
−1 ≡ 1
donc l’ordre de ψ divise 6. On peut ainsi e´crire ψ comme produit d’un caracte`re ψ2
d’ordre divisant 2 et d’un caracte`re ψ3 d’ordre divisant 3. Comme p est congru a` 3
modulo 4 et que l’image de ψ3 est forme´e de carre´s de F
×
p , on a :
ψ2 = ψ
p−1
2
2 = ψ
p−1
2
2 ψ
p−1
2
3 = ψ
p−1
2 = χ
p−1
2
p λ
−(p−1) = χ
p−1
2
p .
On en de´duit finalement :(
χpλ
−1
)6
= λ6 =
(
χpψ
−1
)3
=
(
χpψ
−1
2
)3
ψ−33 =
(
χpχ
p−1
2
p
)3
.
4.2.2 Type ordinaire
Proposition 4.6. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK et que tous
les ide´aux de JK sont de type BO ou que tous les ide´aux de JK sont de type BO’
(proposition 2.15). Alors il existe un unique corps quadratique imaginaire L inclus
dans K ve´rifiant : pour tout ide´al q dans JK , Lq est e´gal a` L.
De´monstration. Lorsque tous les ide´aux dans JK sont de type BO, l’ensemble des
e´le´ments τ de G tels que aτ est e´gal a` 12 est un sous-groupe d’indice 2 de G, e´gal
a` Gal(K/Lq) pour tout ide´al q de JK , Lq e´tant quadratique imaginaire et inclus
dans K. (proposition 2.15). Ainsi, le groupe Gal(K/Lq), et par suite le corps Lq,
est inde´pendant de l’ide´al q dans JK . Ce corps quadratique commun fournit le
corps L de la proposition.
Lorsque tous les ide´aux dans JK sont de type BO’, on applique le meˆme rai-
sonnement a` l’ensemble des e´le´ments τ de G tels que aτ est nul.
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Proposition 4.7. La norme dans l’extension K/L de tout ide´al fractionnaire
de K est un ide´al fractionnaire principal de L. Le corps de classes de Hilbert de L
est contenu dans K.
De´monstration. Comme toute classe d’ide´aux de K contient un ide´al de JK (pro-
position 4.2), la premie`re assertion est vraie si et seulement si elle l’est pour tous
les ide´aux de JK . Or pour tout ide´al q de JK , la norme de q dans l’extension K/L
est la norme de q dans l’extensionK/Lq, qui est un ide´al principal engendre´ par βq
(type BO) ou βq (type BO’).
On montre ensuite que la premie`re assertion implique la deuxie`me. Soit HL le
corps de classes de Hilbert de L. L’extension KHL/K est galoisienne, abe´lienne
et la the´orie du corps de classes fournit le diagramme commutatif suivant :
Gal(KHL/K)
∼
//
 _
restriction

A×K/K
×NKHL/K
(
A×KHL
)
NK/L

Gal(HL/L)
∼
// A×L/L
×NHL/L
(
A×HL
)
.
D’apre`s la premie`re assertion, la fle`che verticale de droite est d’image triviale.
Comme la fle`che verticale de gauche est injective, les corps KHL et K co¨ıncident,
ce qui implique que HL est inclus dans K.
Proposition 4.8. Le nombre premier p est de´compose´ dans L. Il existe un unique
ide´al premier pL de L au-dessus de p ve´rifiant : pour tout ide´al premier p de K
au-dessus de pL, ap est e´gal a` 12 et pour tout ide´al premier p de K au-dessus
de pL, ap est e´gal a` 0.
De´monstration. D’apre`s la proposition 2.15, p est de´compose´ dans le corps Lq,
e´gal a` L, pour tout q dans JK .
On rappelle que les entiers aτ ont e´te´ de´finis par aτ = aτ−1(p0) pour un ide´al p0
de K au-dessus de p fixe´ (notations 2.5).
Lorsque tous les ide´aux de JK sont de type BO, on note pL l’ide´al de L situe´
au-dessous de p0 (pour tout ide´al q dans JK , pL est donc l’ide´al Pq0 des nota-
tions 2.12). Soit p un ide´al premier de K au-dessus de pL. Il existe un e´le´ment τ
dans Gal(K/L) ve´rifiant τ−1(p0) = p. Alors ap est e´gal a` aτ , lui-meˆme e´gal a` 12
car τ est dans Gal(K/L) qui co¨ıncide avec Gal(K/Lq). Re´ciproquement, soit p un
ide´al premier de K au-dessus de p tel que ap est e´gal a` 12. Soit τ dans G ve´rifiant
τ−1p0 = p. On a alors aτ = ap = 12 donc τ est dans Gal(K/L
q), qui est e´gal
a` Gal(K/L). Cela implique :
p ∩ OL =
(
τ−1p0
) ∩ OL = τ−1 (p0 ∩ OL) = p0 ∩ OL = pL.
Ainsi on a ap e´gal a` 12 si et seulement si p est au-dessus de pL et ap e´gal a` 0 sinon ;
dans ce deuxie`me cas, p est au-dessus de pL, qui est l’autre ide´al de L au-dessus
de p.
Lorsque tous les ide´aux de JK sont de type BO’, on note pL le conjugue´
complexe de l’ide´al de L situe´ au-dessous de p0 (pour tout ide´al q dans JK , pL
26
est donc le conjugue´ complexe de l’ide´al Pq0 des notations 2.12). Soit p un ide´al
premier de K au-dessus de pL. Il existe un e´le´ment τ dans G prive´ de Gal(K/L)
ve´rifiant τ−1(p0) = p. Alors ap est e´gal a` aτ , donc a` 12. Re´ciproquement, soit p
un ide´al premier de K au-dessus de p tel que ap est e´gal a` 12. Soit τ dans G
ve´rifiant τ−1(p0) = p. On a alors aτ e´gal a` ap qui vaut 12, donc τ est dans G
prive´ de Gal(K/L). Alors τ et τ−1 induisent sur L la conjugaison complexe et on
obtient :
p ∩ OL =
(
τ−1(p0)
) ∩ OL = τ−1 (p0 ∩OL) = p0 ∩ OL = pL.
On a donc encore ap e´gal a` 12 si et seulement si p est au-dessus de pL et ap e´gal
a` 0 sinon.
Proposition 4.9. Soient α un e´le´ment non nul de K premier a` pL et
∏
q∤pL
qvalq(α)
la de´composition de l’ide´al fractionnaire principal αOK en produit d’ide´aux maxi-
maux de K. Alors on a :∏
q∤pL
µ (σq)
valq(α) = NK/L (α)
12
mod pL.
De´monstration. Le caracte`re µ est non ramifie´ aux places finies de K premie`res
a` pL et pour tout ide´al premier de K au-dessus de pL, ap est e´gal a` 12. Par une
de´monstration analogue a` celle de la proposition 2.4, on obtient :∏
q∤pL
µ (σq)
valq(α) =
∏
p|pL
NKp/Qp (ιp(α))
12
mod p.
Le nombre premier p e´tant de´compose´ dans L (proposition 4.8), le comple´te´ LpL
de L en pL co¨ıncide avec Qp et on a :
∏
p|pL
NKp/Qp (ιp(α))
12
mod p =
( ∏
p|pL
NKp/LpL (ιp(α))
)12
mod p
= NK/L (α)
12
mod pL.
Proposition 4.10. Soient q un ide´al maximal de K premier a` pL et αq dans L
un ge´ne´rateur de NK/L(q). Alors on a :
µ(σq) = α
12
q mod pL.
De´monstration. Il existe un ide´al q′ dans JK et un e´le´ment α non nul de K
ve´rifiant :
q = q′ · (αOK) .
D’apre`s la de´monstration de la proposition 4.8 :
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• si tous les ide´aux de JK sont de type BO, alors pL est e´gal a` l’ide´al Pq
′
0 ,
la norme de q′ dans l’extension K/L est βq′OL et on a (notations 2.12 et
proposition 2.15)
µ(σq′) = β
12
q′ mod Pq
′
0 = β
12
q′ mod pL;
• si tous les ide´aux de JK sont de type BO’ alors pL est le conjugue´ complexe
de l’ide´al Pq′0 , la norme de q′ dans K/L est βq′OL et on a
µ(σq′ ) = β
12
q′ mod Pq
′
0 = β
12
q′ mod pL = βq′
12
mod pL.
Dans les deux cas, il existe un e´le´ment αq′ de OL qui engendre l’ide´al NK/L(q′)
et ve´rifie :
µ(σq′) = α
12
q′ mod pL.
Soit αq dans OL un ge´ne´rateur de l’ide´al NK/L(q). On a :
NK/L(q) = NK/L(q
′)× (NK/L(α)OL) ,
ce qui implique que les e´le´ments αq et αq′NK/L(α) de L diffe`rent d’une unite´ de L.
Comme L est un corps quadratique imaginaire, cette unite´ est une racine douzie`me
de l’unite´ ; on a donc
α12q =
(
αq′NK/L(α)
)12
.
Enfin, on a d’apre`s la proposition 4.9
µ(σq) = µ(σq′)×
(
NK/L (α)
12
mod pL
)
d’ou`
µ(σq) =
(
α12q′ mod pL
)× (NK/L (α)12 mod pL) = α12q mod pL.
4.3 Homothe´ties dans l’image de la repre´sentation ϕE,p
On remarque qu’on a, pour tout couple (α, β) dans F×p × Fp, l’e´galite´ suivante
dans M2(Fp) :(
α β
0 α
)p
=
(
αp pαp−1β
0 αp
)
=
(
αp 0
0 αp
)
=
(
α 0
0 α
)
.
Pour montrer que l’image de ϕE,p contient une homothe´tie de rapport x (x appar-
tenant a` F×p ), il suffit donc de montrer que l’image de ϕE,p contient un e´le´ment
dont la diagonale est (x, x).
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4.3.1 Homothe´ties pour le type supersingulier
Proposition 4.11. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK et qu’on est
dans le cas supersingulier (partie 4.2.1). Alors l’image de ϕE,p contient les carre´s
des homothe´ties.
De´monstration. Soit p un ide´al premier de K au-dessus de p. Comme ap est e´gal
a` 6 (proposition 2.15), la proposition 1.3 donne que le caracte`re λ4 restreint au
sous-groupe d’inertie Ip est e´gal au carre´ du caracte`re cyclotomique. Le deuxie`me
caracte`re diagonal de ϕE,p est χpλ
−1 et ve´rifie alors e´galement en restriction a` Ip :(
χpλ
−1
)4
= χ4pλ
−4 = χ4pχ
−2
p = χ
2
p.
Comme on a suppose´ p non ramifie´ dans K, le caracte`re cyclotomique restreint
a` Ip est surjectif dans F
×
p . Ainsi, pour tout x dans F
×
p , l’image de ϕE,p contient
un e´le´ment de diagonale (x2, x2) et la puissance p-ie`me de cet e´le´ment qui est une
homothe´tie de rapport x2.
4.3.2 Homothe´ties pour le type ordinaire
Proposition 4.12. On suppose que p est strictement supe´rieur a` CK et qu’on est
dans le cas ordinaire (partie 4.2.2). Alors l’image de ϕE,p contient les puissances
douzie`mes des homothe´ties.
De´monstration. Soit x un e´le´ment de F×p .
Soit p un ide´al premier de K au-dessus de pL. D’apre`s la proposition 4.8, ap
est e´gal a` 12 donc la restriction a` Ip de la diagonale de ϕE,p, e´leve´e a` la puis-
sance 12, vaut (µ, χ12p µ
−1) = (χ12p , 1). Comme χp est surjectif de Ip dans F
×
p , il
existe dans GK un e´le´ment σ tel que la diagonale de ϕE,p(σ) est (x
12, 1).
Soit p′ un ide´al premier de K au-dessus de pL. D’apre`s la proposition 4.8, ap′
est nul donc la restriction a` Ip′ de la diagonale de ϕE,p, e´leve´e a` la puissance 12,
vaut (µ, χ12p µ
−1) = (1, χ12p ). Comme χp est surjectif de Ip′ dans F
×
p , il existe
dans GK un e´le´ment σ
′ tel que la diagonale de ϕE,p(σ
′) est (1, x12).
Alors l’image par ϕE,p du produit σσ
′ de GK a pour diagonale (x
12, x12) ; sa
puissance p-ie`me est donc une homothe´tie de rapport x12 contenue dans l’image
de ϕE,p.
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